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第一階段 研究訓練階段 

 

一、近二年學校獨立研究課程之規劃 

獨立研究是資優教育的重點課程之一，本校積極推動資優生參與

獨立研究作品甄選，課程採取分組教學進行，抽離式資優班課程中設

立獨立研究、專題研究等相關課程，數理組學生每週有固定時間進行

獨立研究課程，在老師引導下，讓資優生找出小組或個人感興趣的主

題，訓練學生蒐集資料、分析資料、統整與發表之能力，強調研究之

完整性，檢視報告進行充實與修改，增進研究報告撰寫與發表之能力，

並培養學生對研究領域之專精化程度與深入研究之精神。 

 

二、學校如何提供該生獨立研究訓練 

獨立研究課程透過系統化的設計,讓學生從瞭解主題方向的擬定、

資料的收集、問題的設定、解題的歷程…等提升學生的創作力及培養

學生探究的能力。指導老師適時引導、規劃時間進度的安排、透過小

組分工合作讓參與的學生能夠自主完成相關研究内容。作品完成後訓

練發表的技巧，讓學生從整個歷程中學到不少解決問題的能力。輔導

室亦會辦理資優生的增能營隊，請有經驗的老師及得獎學生進行經驗

分享與傳承。 

 

第二階段 獨立研究階段 

 

一、 研究動機 

在生活中，常會遇到各種比賽或競爭的情境，例如體育方面的

競賽、遊戲闖關或選拔活動等。其中有一種常見的比賽方式是「輸

了就淘汰，贏的人繼續比下去」，這種規則看起來很簡單，但實際

上比賽過程會隨著每一場的勝負而產生許多不同的變化。 
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本研究以甲、乙兩隊各有 4名選手為例，讓雙方依編號順序上

場比賽，輸的一方淘汰，贏的人留下來繼續比賽，直到其中一隊的

4名選手全部被淘汰為止。因為每一場比賽都可能由甲隊或乙隊獲

勝，因此整個比賽過程會出現許多不同的排列方式。 

我們希望透過這題來了解在這種簡單規則的比賽中，實際上會

產生多少種不同的比賽情況。透過整理與分析這些可能的賽況，可

以幫助我們更清楚理解排列組合與邏輯推理的概念，也能體會到數

學在實際生活中的應用，本研究具有理論與實務上的雙重意義，值

得進一步探討與分析。 

二、 擬定正式計畫、研究問題及工作進度表 

 

(一) 擬定研究計畫 

我們首先訂定研究方向，針對「甲、乙兩隊各有 4 人且依序上

場，比賽採輸者淘汰、勝者留場」的規則，進行初步的分析與整

理。透過大膽的假設與逐步驗證，嘗試找出此類比賽在固定規則之

下所可能產生的所有賽況組合。 

研究過程中，我們將藉由樹狀圖與列表方式，將每一場比賽可

能出現的「勝 / 敗」情形逐一列出，並結合排列組合的觀念，來整

理與歸納其規律性。此外，也會運用簡單的遞迴思考方式，將比賽

歷程抽象化為數對（例如：甲隊被淘汰人數、乙隊被淘汰人數），

藉以分析比賽的終止條件與其路徑數量。 

(二) 訂定研究問題 

 

1. 第一隊 A、B、C；第二隊 a、b，若每個人和另一人對戰的機率都是

  ଵ  

ଶ
，求第一隊最後獲勝的機率為何？ 
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2. 第一隊 A、B、C、D；第二隊 a、b、c，若每個人和另一人對戰的

機率都是
  ଵ  

ଶ
，求第一隊最後獲勝的機率為何？ 

3. 第一隊 A、B、C、D、E；第二隊 a、b、c、d，若每個人和另一人

對戰的機率都是
  ଵ  

ଶ
，求第一隊最後獲勝的機率為何？ 

(三) 工作進度表 

預定進

度甘梯

圖 

114.09.04

～

114.12.07 

114.09.18

～

114.10.18 

114.10.09

～

114.10.31 

114.10.18

～

114.11.15 

114.11.01

～

114.11.30 

114.11.15

～

114.12.10 

114.12.01

～

114.12.07 

文獻閱

讀與探

索 

■             

擬定研

究問題 
■ ■           

初步研

究發現 
  ■ ■ ■       

深入研

究問題 
      ■ ■     

提出研

究結果 
        ■ ■   

歸納研

究結果 
          ■ ■ 

整理 

報告 
            ■ 

進度 

累計

（％） 

10 30 45 60 70 90 100 
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三、 彙整相關文獻 

(一)淘汰賽的基本概念 

在體育比賽、遊戲比賽或選拔活動中，常見一種比賽方式是

「淘汰賽制」，也就是輸的人立刻出局，贏的人可以繼續和下一位

選手比賽。這樣的比賽方式有一個特點，就是比賽過程會隨著每一

場的勝負而有所不同，因此可以產生很多不同的比賽組合與變化。

相關資料指出，單淘汰賽在數學上可以被看作是一種「依序淘汰」

的過程，每一場比賽就像是在做一個選擇，而這些選擇組合起來，

就構成不同的比賽路線。本研究的題目正是屬於這一類型，因此可

以用類似的方法來思考和分析。 

資料來源： 

https://zh.wikipedia.org/wiki/單淘汰賽 

（二）樹狀圖在數學中的應用 

在數學中，當一個問題有很多種可能的情況時，常會使用「樹

狀圖」來幫助整理。樹狀圖可以把每一步的結果分成分支，讓我們

清楚看到所有可能的發展方向，並避免漏掉某些情況或重複計算。

在機率與排列組合的相關教學中，常用樹狀圖來解決例如骰子、硬

幣、比賽勝負等問題。只要每一場比賽的結果只有兩種（甲勝或乙

勝），就可以把每一場當作一個分支，一步一步接下去，直到比賽

結束為止。 

本研究在整理「可能的賽況數」時，也會使用樹狀圖，把比賽

的所有可能發展畫出來，幫助我們更清楚地找出正確答案。 

資料來源： 

https://zh.wikipedia.org/wiki/樹狀圖 
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（三） 排列組合與路徑問題 

排列組合是數學中專門研究「有多少種可能安排方式」的部

分，例如排隊順序、選擇方法、走路路徑等，都可以用排列組合的

概念來解決。有些數學問題，會把現實情況轉化成「往右或往上移

動」的路徑問題，例如從起點走到終點，有多少條不同的路線。這

種「路徑數」的概念，其實就和本研究題目非常相似： 

1. 甲輸一場 → 甲被淘汰一人。 

2. 乙輸一場 → 乙被淘汰一人。 

3. 當其中一方被淘汰四人，比賽就結束。 

因此，比賽的過程就像是一條路線，而我們要做的，就是找出所

有可能的「比賽路線」有幾條。 

資料來源： 

https://zh.wikipedia.org/wiki/排列組合 

 

四、 資料分析 

 

(一) 為了讓這個研究的主題更完善，我們研究小組先自行設計問題，

以利於我們主題也就是分成兩隊，每隊各 4 人的對戰之方法數探

討。 

 

1. 設計問題一：第一隊 A、B、C；第二隊 a、b，若每個人和另一

人對戰的機率都是
  ଵ  

ଶ
，求第一隊最後獲勝的機率為何？(獲勝：

O；失敗：X) 

研究方法：因為我們學過窮舉法，所以我們列出所有可能來做
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討論。 

Case A B C 總場次 

① O O   2 

② 
O X O  3 

O X X O 4 

③ 

X O O  3 

X O X O 4 

X X O O 4 

由 ①、②、③ 統計出，總場次 2 場的有 1 次，3 場的有 2

次，4 場的有 3 次，因此第一隊獲勝的機率為： 

 

(
 1 

2
)ଶ × 𝟏 + (

 1 

2
)ଷ × 𝟐 + (

 1 

2
)ସ × 𝟑 =

 3 

4
 

 

這個結果顯然和我們之前的猜測有很大的落差，因為我們的猜

測是   ଷ 

 ଷାଶ 
=  

 ଷ 

  ହ  
，這也更加激發了我們繼續研究的動力。 

 

2. 設計問題二：第一隊 A、B、C、D；第二隊 a、b、c，若每個人

和另一人對戰的機率都是
  ଵ  

ଶ
，求第一隊最後獲勝的機率為何？

(獲勝：O；失敗：X) 

研究方法：我們嘗試使用列表討論的方法來解決上列設計的問

題。首先假設𝑥ଵ、𝑥ଶ、𝑥ଷ、𝑥ସ 分別為 A、B、C、D 獲勝的場

次，以下表格為研究紀錄的方式： 

𝑥ଵ + 𝑥ଶ + 𝑥ଷ + 𝑥ସ = 3 

𝑥ଵ 𝑥ଶ 𝑥ଷ 𝑥ସ 總場次 

3 0 0 0 3 
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0 3 0 0 4 

0 0 3 0 5 

0 0 0 3 6 

1 2 0 0 4 

2 1 0 0 4 

1 0 2 0 5 

2 0 1 0 5 

1 0 0 2 6 

2 0 0 1 6 

0 1 2 0 5 

0 2 1 0 5 

0 1 0 2 6 

0 2 0 1 6 

0 0 1 2 6 

0 0 2 1 6 

1 1 1 0 5 

1 1 0 1 6 

1 0 1 1 6 

0 1 1 1 6 

 

經過統計之後，需要比賽 3、4、5、6 場的分別有 1、3、6、10

次，所以第一隊獲勝的機率為： 

𝟏 × (
 1 

2
)ଷ + 𝟑 × (

 1 

2
)ସ + 𝟔 × (

 1 

2
)ହ + 𝟏𝟎 × (

 1 

2
)଺ =

 21 

32
 

結果和我們初步預估的  𝟒 ÷ (𝟑 + 𝟒) =  
 ସ 

଻
  有很大的出入。 

 

3. 設計問題三：第一隊 A、B、C、D、E；第二隊 a、b、c、d，若

每個人和另一人對戰的機率都是
  ଵ  

ଶ
，求第一隊最後獲勝的機率
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為何？(獲勝：O；失敗：X) 

研究方法：我們嘗試用「重複組合」的方法來解決上述的問

題。 

首先假設 𝑥ଵ、𝑥ଶ、𝑥ଷ、𝑥ସ 、𝑥ହ  分別為 A、B、C、D、E 獲勝的

場次： 

 

𝑥ଵ 𝑥ଶ 𝑥ଷ 𝑥ସ 𝑥ହ 總場次 

4 0 0 0 0 4 

0 4 0 0 0 5 

0 0 4 0 0 6 

0 0 0 4 0 7 

0 0 0 0 4 8 

(3,1)  

(2,2) 
 

(2,1,1)  

(1,1,1,1)  

 

 

狀況 1：打到 A 就結束比賽，亦即 𝑥ଵ = 4  ⇒  1 種 (共比賽 4

場) 

 

狀況 2：打到 B 就結束比賽，亦即 𝑥ଵ + 𝑥ଶ = 4  ； 𝑥ଶ ≥ 1，所以

假設 𝑥ଶ =  𝑥ଶ
ᇱ + 1 ，因此𝑥ଵ +  𝑥ଶ

ᇱ = 3 但 𝑥ଶ
ᇱ ≥ 0 方法數為： 

𝐻ଷ
ଶ = 𝐶ଷ

ସ = 𝐶ଵ
ସ   （共比 5 場） 
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狀況 3：打到 C 結束比賽，亦即 𝑥ଵ + 𝑥ଶ + 𝑥ଷ = 4  ； 𝑥ଷ ≥ 1 ，

所以假設 𝑥ଷ =  𝑥ଷ
ᇱ + 1 ，因此𝑥ଵ + 𝑥ଶ +  𝑥ଷ

ᇱ = 3 ，但 𝑥ଷ
ᇱ ≥ 0 方法

數為： 

𝐻ଷ
ଷ = 𝐶ଷ

ହ = 𝐶ଶ
ହ   （共比 6 場） 

 

狀況 4：打到 D 結束比賽，亦即 𝑥ଵ + 𝑥ଶ + 𝑥ଷ + 𝑥ସ = 4  ； 𝑥ସ ≥

1 ，所以假設 𝑥ସ =  𝑥ସ
ᇱ + 1 ，因此𝑥ଵ + 𝑥ଶ + 𝑥ଷ +  𝑥ସ

ᇱ = 3 ，但

 𝑥ସ
ᇱ ≥ 0 方法數為： 

𝐻ଷ
ସ = 𝐶ଷ

଺   （共比 7 場） 

狀況 5：打到 E 才結束比賽，亦即 𝑥ଵ + 𝑥ଶ + 𝑥ଷ + 𝑥ସ + 𝑥ହ =

4  ； 𝑥ହ ≥ 1 ，假設 𝑥ହ =  𝑥ହ
ᇱ + 1 ，因此𝑥ଵ + 𝑥ଶ + 𝑥ଷ + 𝑥ସ +

 𝑥ହ
ᇱ = 3 ，但 𝑥ହ

ᇱ ≥ 0 方法數為： 

𝐻ଷ
ହ = 𝐶ଷ

଻  = 𝐶ସ
଻  （共比 8 場） 

所以第一隊獲勝之機率為： 

𝐶଴
ଷ × (

 1 

2
)ସ + 𝐶ଵ

ସ × (
 1 

2
)ହ + 𝐶ଶ

ହ × (
 1 

2
)଺ + 𝐶ଷ

଺ × (
 1 

2
)଻ + 𝐶ସ

଻ × (
 1 

2
)଼

=
 163 

256
 

 

小結： 

1. 我們為了讓研究結果更完整，直接把問題設為第一隊 A、B、

C、D……共 m 個人；第二隊 a、b、c、d……共 n 個人(m>n) 

由之前所設計的 3 個預設問題，利用「重複組合」做歸納，則

第一隊獲勝之機率為： 
    𝐶଴

௡ିଵ ⋅ 𝑛 + 𝐶ଵ
௡ ⋅ (𝒏 + 𝟏) + 𝐶ଶ

௡ାଵ ⋅ (𝒏 + 𝟐) + ⋯ + 𝐶௠ିଵ
௠ା௡ିଶ ⋅ (𝒎 + 𝒏 − 𝟏)    

2௠ା௡
 

 

2. 如果將第一隊 m 人，第二隊 n 人，去互相對戰，每場比賽都是

男子羽毛球單打比賽，且兩人對戰獲勝機率都是
  ଵ  

ଶ
，以羽毛球

聯盟 BWF 巡迴賽為例，冠軍 200 萬台幣，亞軍 100 萬台幣，也
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就是 300 萬分給兩隊的概念，我們可以列出每一種狀況之下，

第一隊獎金的期望值為下表： 

 

第一隊人

數 

第二隊人

數 
第一隊獎金之期望值 

3 人 2 人 𝟐𝟎𝟎萬 ×
 3 

4
+ 𝟏𝟎𝟎萬 ×

 1 

4
= 𝟏𝟕𝟓萬 

4 人 3 人 
𝟐𝟎𝟎萬 ×

 21 

32
+ 𝟏𝟎𝟎萬 ×

 11 

32

= 𝟏𝟔𝟓𝟔𝟐𝟓𝟎元 

5 人 4 人 
𝟐𝟎𝟎萬 ×

 263 

256
+ 𝟏𝟎𝟎萬 ×

 93 

256

= 𝟏𝟔𝟑𝟔𝟕𝟏𝟖元 

m 人 n 人 

𝟐𝟎𝟎萬 ×
   ∑ 𝐶௞

௡ିଵା௞௠ିଵ
௞ୀ଴ × (𝑛 + 𝑘)  

2௠ା௡
 

+𝟏𝟎𝟎萬 × ቈ1 −
   ∑ 𝐶௞

௡ିଵା௞௠ିଵ
௞ୀ଴ × (𝑛 + 𝑘)  

2௠ା௡
቉ 

 

(二) 我們想要利用兩隊人數相同，去研究對戰方法數，利用第一隊第

一個人獲勝次數逐一討論的方式，去研究數列的規律性，和重複

組合有否其他公式產生，順便去找出哪裡有藏著巴斯卡原理，相

信這個研究會讓人耳目一新。過程如下：兩隊隊員第一隊 A、B、

C、D…；第二隊 a、b、c、d…(人數相同)。 

1. 兩隊各 1 人：A、a ⇒ 2 種(A 獲勝或 a 獲勝) 

2. 兩隊各 2 人： 

A 獲勝場次 A B a b 
獲勝隊

伍 

2 
O  X  

第一隊 
O   X 
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1 

O  X  

第一隊 X   O 

剩下 B 對決 b(1 種) 

0 
X  O  

第一隊 
剩下 B 對決 a、b(1 種) 

所以2 × 3 = 6種，因為有可能第 2 隊贏。 

 

3. 兩隊各 3 人： 

 

A 獲勝場次 A B C a b c 
獲勝隊

伍 

0 
X   O   

第一隊 
剩下 B、C 去對決 a、b、c (4 種) 

1 

O   X   

第一隊 X    O  

剩下 B、C 去對決 b、c (3 種) 

2 

O   X   

第一隊 
O    X  

X     O 

剩下 B、C 去對決 c (2 種) 

3 

O   X   

第一隊 
O    X  

O     X 

B、C 不用出賽 (1 種) 

所以共有(1 + 2 + 3 + 4) × 2 = 20 種對戰的方法數，初步我們

得到一種猜測，對戰方法數可以記錄為： 

2 × ෍ 𝑛

ସ

௡ୀଵ

= 20 
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4. 兩隊各 4 人： 

A 獲勝場次 A B C D a b c d 
獲勝隊

伍 

4 

O    X    

第一隊 

O     X   

O      X  

O       X 

1 種 

3 

O    X    

第一隊 

O     X   

O      X  

X       O 

剩下 B、C、D 去對決 d (3 種) 

2 

O    X    

第一隊 
O     X   

X      O  

剩下 B、C、D 去對決 c、d (6 種) 

1 

O    X    

第一隊 X     O   

剩下 B、C、D 去對決 b、c、d (10 種) 

0 
X    O    

第一隊 
剩下 B、C、D 去對決 a、b、c、d (15 種) 

所以共有(1 + 3 + 6 + 10 + 15) × 2 = 70 種對戰的方法數，初

步我們得到一種猜測，對戰方法數可以記錄為： 

2 × ෍
  𝑛 ⋅ (𝑛 + 1) 

2

ହ

௡ୀଵ

= 70 
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5. 兩隊各 5 人： 

A 獲勝場次 A B C D E a b c d e 
獲勝隊

伍 

5 

O     X     

第一隊 

O      X    

O       X   

O        X  

O         X 

1 種 

4 

O     X     

第一隊 

O      X    

O       X   

O        X  

X         O 

剩下 B、C、D、E 去對決 e (4 種) 

3 

O     X     

第一隊 

O      X    

O       X   

X        O  

剩下 B、C、D、E 去對決 d、e (10 種) 

2 

O     X     

第一隊 

O      X    

X       O   

剩下 B、C、D、E 去對決 c、d、e 

共(1+3+6+10=20 種) 

1 

O     X     

第一隊 X      O    

剩下 B、C、D、E 去對決 b、c、d、e 
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共(1+3+6+10+15=35 種) 

0 

X     O     

第一隊 剩下 B、C、D、E 去對決 a、b、c、d、e 

共(1+3+6+10+15+21=56 種) 

所以共有(1 + 3 + 6 + 10 + 20 + 35 + 56) × 2 = 252 種對戰的

方法數，初步我們得到一種猜測，對戰方法數可以記錄為： 

2 × ෍
  𝑛 ⋅ (𝑛 + 1) ⋅ (𝑛 + 2) 

6

଺

௡ୀଵ

= 252 

而且我們更進一步將 1、4、10、20、35、56 看看每個數字的

差，一直往上堆，看看一直到 1，1，1，1 可以堆多少層(研究

如下)： 

   1  1  1    

  3  4  5  6   

 3  6  10  15  21  

1  4  10  20  35  56 

6. 兩隊各 6 人： 

A 獲勝場次 A B C D E F a b c d e f 
獲勝隊

伍 

6 

O      X      

第一隊 

O       X     

O        X    

O         X   

O          X  

O           X 

(𝐶଴
ସ = 1 種) 

5 
O      X      

第一隊 
O       X     
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O        X    

O         X   

O          X  

X           O 

剩下 B、C、D、E、F 去對決 f (𝐶ଵ
ହ =  5種) 

4 

O      X      

第一隊 

O       X     

O        X    

O         X   

X          O  

剩下 B、C、D、E、F 去對決 e、f 

 (𝐶ଶ
଺ = 15種) 

3 

O      X      

第一隊 

O       X     

O        X    

X         O   

剩下 B、C、D、E、F 去對決 d、e、f 

 (𝐶ଷ
଻ = 35種) 

2 

O      X      

第一隊 

O       X     

X        O    

剩下 B、C、D、E、F 去對決 c、d、e、f  

(𝐶ସ
଼ = 70種) 

1 

O      X      

第一隊 
X       O     

剩下 B、C、D、E、F 去對決 b、c、d、e、f  

(𝐶ହ
ଽ = 126種) 

0 X      O      第一隊 
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剩下 B、C、D、E、F 去對決 a、b、c、d、

e、f  

(𝐶଺
ଵ଴ = 210種) 

 

∵   𝐻଺
଺ = 𝐶଺

ଵଵ = 𝐶଴
ସ + 𝐶ଵ

ହ + 𝐶ଶ
଺ + 𝐶ଷ

଻ + 𝐶ସ
଼ + 𝐶ହ

ଽ + 𝐶଺
ଵ଴ = 462  

 ∴ 方法數為：  2 × ෍
  (𝑛 + 4) ⋅ (𝑛 + 3) ⋅ (𝑛 + 2) ⋅ (𝑛 + 1) 

4 ⋅ 3 ⋅ 2 ⋅ 1
= 924

଺

௡ୀ଴

 

 

 

    1  1  1       

   4  5  6  7      

  6  10  15  21  28    

 4  10  20  35  56   84   

1  5  15  35  70  126  210 

∴ 一般項 𝑛 的 4 次方，則到 1,1,1, …  共 5 層 

 

7. 兩隊各 7 人： 

A 獲勝場次 A B C D E F G a b c d e f g 
獲勝隊

伍 

7 

O       X       

第一隊 

O        X      

O         X     

O          X    

O           X   

O            X  

O             X 

(𝐶଴
ହ = 1 種) 
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6 

O       X       

第一隊 

O        X      

O         X     

O          X    

O           X   

O            X  

X             O 

剩下 B、C、D、E、F、G 去對決 g 

 (1 + 5 = 𝐶଴
ହ + 𝐶ଵ

ହ = 𝐶ଵ
଺) 

5 

O       X       

第一隊 

O        X      

O         X     

O          X    

O           X   

X            O  

剩下 B、C、D、E、F、G 去對決 f、g 

 (1 + 5 + 15 = 𝐶଴
ହ + 𝐶ଵ

ହ + 𝐶ଶ
଺ = 𝐶ଶ

଻) 

4 

O       X       

第一隊 

O        X      

O         X     

O          X    

X           O   

剩下 B、C、D、E、F、G 去對決 e、f、g 

 (1 + 5 + 15 + 35 = 𝐶଴
ହ + 𝐶ଵ

ହ + 𝐶ଶ
଺ + 𝐶ଷ

଻ =

𝐶ଷ
଼) 

3 

O       X       

第一隊 O        X      

O         X     
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X          O    

剩下 B、C、D、E、F、G 去對決 d、e、f、g 

 (𝐶଴
ହ + 𝐶ଵ

ହ + 𝐶ଶ
଺ + 𝐶ଷ

଻ + 𝐶ସ
଼ = 𝐶ସ

ଽ) 

2 

O       X       

第一隊 

O        X      

X         O     

剩下 B、C、D、E、F、G 去對決 c、d、e、

f、g 

 (𝐶଴
ହ + 𝐶ଵ

ହ + 𝐶ଶ
଺ + 𝐶ଷ

଻ + 𝐶ସ
଼ + 𝐶ହ

ଽ = 𝐶ହ
ଵ଴) 

1 

O       X       

第一隊 

X        O      

剩下 B、C、D、E、F、G 去對決 b、c、d、

e、f、g 

 (𝐶଴
ହ + 𝐶ଵ

ହ + 𝐶ଶ
଺ + 𝐶ଷ

଻ + 𝐶ସ
଼ + 𝐶ହ

ଽ + 𝐶଺
ଵ଴ = 𝐶଺

ଵଵ) 

0 

X      O        

第一隊 

B、C、D、E、F、G 去對決 a、b、c、d、e、

f、g 

 (𝐶଴
ହ + 𝐶ଵ

ହ + 𝐶ଶ
଺ + 𝐶ଷ

଻ + 𝐶ସ
଼ + 𝐶ହ

ଽ + 𝐶଺
ଵ଴ +

𝐶଻
ଵଵ = 𝐶଻

ଵଶ) 

 

∵   𝐻଻
଻ = 𝐶଻

ଵଷ = ෍ 𝐶௡ିଵ
௡ାସ 

଼

௡ୀଵ= 𝐶଴
ହ + 𝐶ଵ

ହ + 𝐶ଶ
଺ + 𝐶ଷ

଻ + 𝐶ସ
଼ + 𝐶ହ

ଽ + 𝐶଺
ଵ଴ + 𝐶଻

ଵଵ 

∴ 方法數為：   

2 × ෍
  𝑛 ⋅ (𝑛 + 1) ⋅ (𝑛 + 2) ⋅ (𝑛 + 3) ⋅ (𝑛 + 4) 

5 ⋅ 4 ⋅ 3 ⋅ 2 ⋅ 1
= 3432

଺

௡ୀ଴
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五、 提出研究結果 

 

(一) 如果 A 隊有 m 人，B 隊有 n 人(其中 m>n)，則第一隊獲勝機率

為： 
    𝐶଴

௡ିଵ ⋅ 𝑛 + 𝐶ଵ
௡ ⋅ (𝒏 + 𝟏) + 𝐶ଶ

௡ାଵ ⋅ (𝒏 + 𝟐) + ⋯ + 𝐶௠ିଵ
௠ା௡ିଶ ⋅ (𝒎 + 𝒏 − 𝟏)    

2௠ା௡
 

 

(二) 如果 A 隊有 m 人，B 隊有 n 人(其中 m>n)，冠軍 200 萬，亞軍

100 萬，則第一隊參賽獎金的期望值為： 

𝟐𝟎𝟎萬 ×
   ∑ 𝐶௞

௡ିଵା௞௠ିଵ
௞ୀ଴ ⋅ (𝑛 + 𝑘)  

2௠ା௡
+ 𝟏𝟎𝟎萬 × ቈ1 −

   ∑ 𝐶௞
௡ିଵା௞௠ିଵ

௞ୀ଴ ⋅ (𝑛 + 𝑘)  

2௠ା௡
቉ 

 

(三) 如果 A、B 兩隊人數相同，各有 n 人，對戰之方法數為： 

2 ⋅ 𝐻௡
௡ = 2 ⋅ 𝐶௡

ଶ௡ିଵ = 2 ×
   (2𝑛 − 1)!  

  𝑛! ⋅ (𝑛 − 1)!  
 

 

(四) 由上面之方法數，以第一隊的第一個隊員 A 去作探討，我們得到

一個發現： 

𝐻௡
௡ = 𝐶଴

௡ିଶ ⋅ (𝑛 + 1) + 𝐶ଵ
௡ିଶ ⋅ 𝑛 + 𝐶ଶ

௡ିଵ ⋅ (𝑛 − 1) + 𝐶ଷ
௡ ⋅ (𝑛 − 2) + ⋯

+ 𝐶௡
ଶ௡ିଷ ⋅ 1 

 

(五) 相同的道理，由第一隊的第一位球員 A 的勝場數依序討論，得到

第一隊獲勝方法數的一般項為： 

𝑎௡ =
   𝑛 × (𝑛 + 1) × (𝑛 + 2) × … × (2𝑛 − 3)   

1 × 2 × 3 × … × (𝑛 − 2)
 

而且   𝑎ଵ + 𝑎ଶ + ⋯ + 𝑎௡ + 𝑎௡ାଵ = ෍ 𝑎௞

௡ାଵ

௞ୀଵ

= 𝐻௡
௡ = 𝐶௡

ଶ௡ିଵ 

(六) 我們由上面的第 5 點可以知道，我們更進一步將𝑎ଵ、𝑎ଶ、𝑎ଷ、

…、𝑎௡ାଵ看看每個數字的差，一直往上堆看看一直到 1、1、1、…、

1 可堆(𝑛 − 1)層，這就是𝑎௡的一般項最高次方(𝑛 − 2)次方，𝑎௡為
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階差數列。 

 

第(n-1)層

樓 
   1  1  1  1    

              

第二層樓  𝑥ଵ  𝑥ଶ      𝑥௡ିଵ  𝑥௡  

第一層樓 𝑎ଵ  𝑎ଶ  𝑎ଷ      𝑎௡  𝑎௡ାଵ

 

六、 評鑑與檢討(上述每一階段的省思與收穫) 

 

(一) 研究動機的部分: 

本研究由生活中常見的「輸者淘汰、勝者續戰」比賽情境出發，

以兩隊依序上場、淘汰制的比賽為研究主題，高度生活化與融入真實

情境，具備數學探究價值，成功將日常經驗轉化為可分析的數學問題，

但在初期尚未明確界定所有研究變因與限制條件，例如：每一場比賽

勝負結果是否真的機率相等？是否假設所有選手實力完全相同？需

要清楚界定假設條件，讓研究更具有科學性與完整性。 

 

(二) 擬定正式計畫、研究問題及工作進度表的部分： 

本研究在擬定研究計畫時，已明確規劃將研究問題依人數增加分

成三個層次（3 對 2、4 對 3、5 對 4），再進一步推廣至「m 對 n」

的一般化形式，工作進度表採用甘梯圖方式呈現，清楚分配每個任

務的時間，但一開始對於每個階段所需的時間預估不夠精確，進行

推導時，往往低估了計算與驗證所需的時間，因此研究進度的規劃

不只是寫出來，而是需要隨研究過程隨時調整。 

 

(三) 彙整相關文獻的部分: 

在整理文獻時，發現主要引用來源仍以維基百科、教學平台為 
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主，較缺乏更進階的學術研究或論文參考。若未來有機會擴充研

究，建議可以再加入高中或大學相關數學論文、數學競賽或獨立研

究相關期刊。 

 

(四) 資料分析的部分: 

雖然資料分析相當完整，但在檢討過程中，也發現幾點可再精

進之處： 

1.計算量增加時，容易產生疏漏風險，隨著人數增加，資料量大幅

成長，完全用手算容易出現錯誤。若能結合程式進行驗證，可提高

準確性與效率。 

2.部分中間步驟表達較複雜，有些表格在排版與說明上較難直觀理

解，可加上更明確的圖例或顏色標示。 

3.從發現規律到嚴謹證明仍有距離，但若要再提升研究層級，可嘗

試補上更嚴謹的數學證明過程。 

 

(五) 研究結果與討論部分: 

本研究的成果不只解決一個比賽問題，更探討出背後的數學結構

與規律， 

包括： 

1. 推導出當 A 隊有 m 人，B 隊有 n 人（m > n）時的獲勝機率公

式。 

2. 推導出在獎金條件下，第一隊的參賽獎金期望值公式。 

3. 推導出如果 A、B 兩隊人數相同對戰之方法數。 

4. 發現當兩隊人數相同時，對戰方法數出現與帕斯卡三角形組合

數高度相關。 

在研究過程中發現原本的直覺多次被推翻，數學不能只靠感覺，一定

要靠推理與驗證。 
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